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Programmation par but (1 / 2)

 La contrainte suivante est dure :

* Alors gu’on aimerait parfois avoir une
contrainte plus souple :

Vi, 2ja;;x;=[sipossible] b,



Programmation par but (2 / 2)

Variablesde but: z7etz >0
Reformulation de la contrainte :

excédent deficit

Ajout a la fonction colt: z = min),; (z7+ z)
Pénalisation différente de I'excédent et du déficit :
z= min),; (az’ +Bz")




Variables semi-continues

* Onveut modéliser: x=0 ou x=L
avec 0<sx<X,, et 0SL<X,,,
* Modele :
Une variable booléenne supplémentaire J
{ x=Ly
X = Xop ¥

* Preuve : [Exercice:siy=0..;siy=1..]




SI... ALORS ...

On veut modéliser : si (x> 0) alors y= 1

avec: 0< x< X
Modele: My=>=x avec M>>X

etye{0;1}

sup

sup

« Big M »: un tres grand nombre

Preuve : [Exercice :six=20....;six>0...]

Variante : modéliser : si (x >A)alors y =1

Poserx'=x-/1

[Exercice : ...]



Disjonction

On veut modéliser : x, # x, (x;, > x, ou x,< X,)
Modele : ye{0,;1} y=20six,<Xx,
=15six;,>X%,
X,-Xx,>-My
{Xz -X;>-M(1-y)
Preuve : [Exercice:siy=0..;siy=1..]
Exercices : on veut modéliser :

— 2 trains ne doivent pas se croiser.
— Avec en plus un intervalle de sécurité.



Valeur absolue (1/2)
dans la fonction de colt

* On veut modéliser : min |x -y |

 Modele: variables d’écart e et e > 0
Avec leterme| x -y | relieéa e”- e
Si|x-y| =5, parexemple x-y=5-0
Si|x-y| =3, parexemple x-y=0-3

Une seule variable différente de 0 a la fois :
min (e + €)telque x-y=e"- €



Valeur absolue (2/2)
dans les contraintes

On veut modéliser: | x-y| > 0
Equivalente a x# y (on se ramene a une disjonction).

On veut modéliser: | x-y| > 4
Modele : une variable booléenne zsupplémentaire
 x-y>A-Mz

y-x>A-M(1-2z)

Preuve : [Exercice:siz=0, ..;siz=1, ... ]



Fonction objectif quadratique (1 / 3)

 Exemple : le sac a dos quadratique :
/N objets a placer dans un sac a dos.
b : capacité maximum du sac.
p;: poids de |'objet i.
Maximiser 'utilité du sac,

Mais aussi : si on prend certains objets,
d’autres seront plus ou moins utiles.

s;;+ intérét de prendre l'objet 7 puis I'objet ;



Fonction objectif quadratique (2/3)

* Variables: x;=1 ssi I’objet I/ est dans le sac.

* Contraintes:  ;p; x; <

* Fonction objectif : max(Z p; Xt + ZU [ ] XL X, )
Mais produit de 2 variables, terme non linéaire !

* Modele: Soit w;;= x;x;, avec w;;= w;;
On veut modéliser : W, = 1 ssix;= ZetX]— 7

{w, w,; < X,
V‘II M/I/]SX:I
* Fonction objectif : max ( ),; p; x; +ZU Si j Wi |

n(n — 1)/2 variables et n (n — 1) contraintes.



Fonction objectif quadratique (3/3)

e Autre solution :

max ( X; p; xi+2i,j5i’jxixj)

= max(Zipixi+Zi[2jsi’jxixj])

= max (2;p; xi + X;[xi ZjSi'jxj])

= max (X;p;xi + X;2) avecz,=xi 2;s;;xj =0

i J
Contraintes :
Vi, 2z
Vi, z
Preuve :
si x;= 0, alors z;< Oselon (1), alors z;= 0

si x;= 1, alors z,non contraint selon (1)
et égalité en pratique selon (2) car maximisation.

Xi ZjSi,jSMxi (1)
2jSi ;% (2)

IN A



Fonction linéaire par morceaux (1/3)

140_’_ _____________________________________________________________________________ .
C = colt 5
120 — y |
10 —— ) i | o
I > X =quantité
50 70 100

 Minimiser un colt sachant que les couts sont linéaires
par morceaux, et non simplement linéaires.

* Ajouter trois variables de décision x;, x,, X3
Mais fonction de colt ? Contraintes ?

Philippe Morignot - EPITA Programmation linéaire



Fonction linéaire par morceaux (2/3)

* Fonction de colt :

. ,10-0 120 - 10 140 —120
Z = min ( X, + X,+ X3)
50 — 0 70 — 50 100 —70
—min(lX f Ly 42 )
s A1 T X2T DA
avec :
0<x,<50
1 0<x,<20
0<x;<30

—



Fonction linéaire par morceaux (3/3)

* Mais il faut modéliser le fait gu’avant de pouvoir
produire des x,, il faut produire 20 x,, et qu’avant de
pouvoir produire des x,, il faut produire 50 x; ...

 Modele : pour chague morceau, variable booléenne
y,= 1des que tous les x; ont été utilisés, et qu’on se
sert des x.,.

-y, 50 <x,

X, <My,

—_—

—

* Preuve: [Exercice:siy,=0..;siy,=1..]



Couverture de charge (1/4)

* Probleme de construction d’horaires : On a des
charges a couvrir, par pas de temps t. On veut
couvrir ces charges en affectant des agents sur
ces pas de temps. Chaque agent peut travailler 8h
non-stop.

N

10

Charge

A 4
~




Couverture de charge (2/4)

e Définir les différents horaires (vacations) possibles de
travail : V,=[0h; 8h]| V,=[1h;9h]..

* Indices: ¢ =pasdetemps;j =indice de la vacation.
* Variables : x;= nombre d’agents affectés a la vacation J.

j
* Données:
b, : charge a couvrir sur le pas de temps ¢
a;,=1 ssilavacation j couvre le pas de temps ¢
e Contraintes : Vt, Zj a . x; = b,

* Fonction de colit : min 2. X;

Mais il y aura probablement des excédents de charge!



Couverture de charge (3/4)

On veut maintenant représenter les excédents et
les déficits : programmation par but.

Variables supplémentaires :
z*,>0: excédent d’agents sur le pas de temps t
z, = 0: déficit d'agents sur le pas de temps t

Contraintes : Y t, Z] a; X, -b,=z",-7,
Fonctionde coGt: min(};az”+pz)
avec 3 >> o pour ne pas avoir trop de déficit

Mais il y aura sans doute encore du déficit !



Couverture de charge (4/4)

On ne veut plus maintenant que de I'excédent, et lisser leur répartition.

Variables :
e, excédent sur le pas de temps ¢
Emoyen - excédent moyen sur tous les pas de temps
e’ : excédent au dessus de la moyenne sur le pas de temps ¢
e/ : excédent au dessous de la moyenne sur le pas de temps ¢

Contraintes :

Vit ) @ ¢ X - b,=e, // Couverture de la charge
Vt, e =e€noen T € // Définition de e,
Cmopen= (L€ )/ T // Définition de ¢,,,,.,
Fonction de colit : min(Zj x; + 2i(ae” + Bet‘)) aveco, B>1

Minimisation du nombre d’agents et, a solution égale, lissage de la charge.



Conclusion

 Modeles pour encoder en un programme linéaire
des choses qui ne le sont pas:

— Programmation par but

— Variables semi-continues

— SI ... ALORS ...

— Disjonction

— Valeur absolue en fonction objectif et en contrainte
— Fonction objectif quadratique

— Fonction objectif linéaire par morceaux

* Probleme de la couverture de charge avec deux
variantes (excédents et déficits, sans déficit).
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