Optimisation combinatoire : comment trouver rapidatrune bonne solution ?
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Qu'y a-t-il de commun entre construire un emploi tdmps, pour que des taches soient
effectuées par des employés d'un aéroport par dgerips'amuser a résoudre une grille de
sudoku dans son journal favori ?

Dans le premier cas, la direction de l'aéropogpas d'avions d'un c6té et de ses employés de
l'autre : chaque avion doit étre servi selon debkdf précises par un employé, a certaines
heures précises et avec une certaine durée, dptiesrissage de l'avion et avant qu'il ne
décolle a nouveau. Et, d'un autre coté, la joudetavail de chaque employé est régie par le
Code du Travall, les accords syndicaux et les a@scqropres a I'entreprise (un aéroport, dans
notre exemple). Par exemple, un employé ne peuéffestuer deux taches en méme temps.
Ou bien, il faut laisser quelgues minutes libreseedeux taches successives pour que chaque
employé puisse se rendre du lieu de la premiereetaa lieu de la deuxieme, dans sa journée
de travail. Comment faire correspondre travail featfier sur chaque avion et respect des
contraintes juridiques pour chaque employé ?

Dans le deuxiéme cas, on doit placer un nombreal® @lans chaque case vide de la grille de
sudoku, de fagcon qu'aucun nombre n'apparaisses2dems une méme ligne, une méme

colonne, ou sur chaque petite grille intérieureQdmses. L'aide fournie par le concepteur de
la grille se résume a avoir placé certains nomtdaes certaines cases. Comment donc trouver
les nombres qu'il faut placer dans les cases VAdes

Le premier probléme est pratique et doit étre resmlis les jours par la direction de tous les

aeroports du monde, pour qu'ils puissent accueitls passagers et leur faire prendre des
avions. Le deuxiéme probleme est un jeu disponiates de nombreux journaux, pour amuser

le lecteur. Que peut-il donc y avoir de communesdiux problemes aussi disparates ?

Le point commun réside dans la résultat d'un meticul, que nous allons détailler pour
chacun de ces deux cas, et dont nous allonséserdnséquences.

Evaluons a gros grain le nombre d'emploi du temyes lgpn pourrait construire pour nos
employés d'aéroport. Imaginons qu'il y ait 600 &&ch effectuer par jour, pour 150 employés
disponibles. Une premiere tache pourrait étre t&dtea disons 100 employés : ceux dont la
journée de travail commence avant le début de t@ttee et finit apres la fin de cette tache
(on suppose que 50 employés ne répondent pasraere pour cette tache la). Une deuxieme
tache, qui chevauche la premiére, pourrait étrecede a 99 autres employés : toujours 100
personnes qui peuvent effectuer cette tache sares dheures supplémentaires, moins
'employé précédent, qui est déja pris. Une troisietdche pourrait étre affectée aux 98
employés restants. Et ainsi de suite, jusqu'ariierae tache. Soit 100 x 99 x 98 X 97 X ... X 3
X 2x1=100"! (lire : factorielle 100) possibé4.

Maintenant, il parait raisonnable de supposer geraployé effectue plusieurs taches pendant
sa journée de travail, ce qui veut dire que cestatdches a placer ne se chevauchent pas. On
recommence ainsi le méme calcul précédent powguai€me centaine de tache. Puis pour les
quatre autres centaines. On arrive ainsi a 6 x !1p0ssibilités, ce qui fait 5,60 * 1%
possibilités, pour une évaluation trés grossieregee une fois.



Effectuons le méme calcul pour le jeu de sudokwurRine case vide d'une petite grille
intérieure de sudoku, il y a a priori 8 nombreslde 9 qui peuvent convenir : les 9 nombres
possibles moins 1 nombre, celui qui se trouve dajes la petite grille (en suppose qu'il n'y ait
gu'un seul nombre déja placé par petite grilleriatge). Pour une deuxieme case vide, il ne
reste plus que non pas 8 nombres mais 7 : lescégréts, moins celui qui vient d'étre place.
Puis, pour encore une autre case vide, il ne nglste que 6 nombres (8 moins les 2
précédents). Et ainsi de suite, jusqu'a ce qu'itasée plus qu'une seule possibilité pour le
nombre de la derniére case de chaque petite grille.

Pour résumer, ilyadonc 8 x7x6 x5x 4 x3x2=281! (lire: factorielle 8) possibilités
pour remplir chaque petite grille de sudoku. Et nwmil y a typiquement 9 petites grilles
juxtaposées par grille, il y a donc (8 possibilités de remplir un sudoku entier. Cela2a82

* 10* possibilités.

Considérons un instant ces deux nombres, 6 x po8dibilités pour un emploi du temps et (8
)? possibilités pour un sudoku. Ces nombres sont &g grands, il est inenvisageable
d'essayer a la main toutes ces possibilités, pourwér un emploi du temps ou une grille de
sudoku.

On pourrait penser faire explorer toutes ces pdgdgpar un programme sur un ordinateur,
ce qui accélérerait déja nettement les chosesapaort a I'approche manuelle, avec un papier
et un crayon ! Mais cela ne fait que repousserrtiblpme : que se passerait il si on
augmentait la taille du probleme ? C'est a direli@ude chercher a résoudre un sudoku de
taille 9 x 9, chercher a résoudre un sudoku 100M&, Hbu 1000 x 1000 ? Et, au lieu de
chercher a affecter 600 taches a 150 employésclotrea en affecter 6000 a 1500 employés,
ou méme 60 000 a 15 000 employés ?

La réponse est que le nombre de possibilités soexptevient démesurément trop grand,
méme pour le plus rapide des ordinateurs au moideiffit d'augmenter un peu la taille des

données du probleme pour que le nombre de posSthdugmente démesurément trop pour
étre parcourues une a une.

C'est le phénoméne d'explosion combinatoire : ilaybeaucoup trop de possibilités

envisageables pour un probléme pour que méme unatedr puisse les considérer en un
temps raisonnable. Ce que 'on aimerait bien, eesir une solution en quelques secondes,
voire quelques minutes, sur un ordinateur, et ceaent pas de le laisser tourner des
milliards d'années pour avoir une solution a nptabléme !

C'est la le domaine de l'optimisation combinatoile nombre de combinaisons a envisager a
priori pour trouver une solution a ces problemesdésnesurément trop grand pour pouvoir

étre parcouru une a une, méme pour l'ordinateyplds rapide au monde. Si de petits

problemes peuvent quand méme étre résolus dencattiere, augmenter la taille de l'une des
données du probléme se traduit par une augmentedivaspondante démesurée du nombre
de possibilités, qui en pratique interdit d'utitite méme méthode.

Il faut donc faire autrement qu'essayer touteptssibilités. Comment ?
Une premiere idée consiste a effectivement panctautes les solutions une a une, mais dans

un ordre intéressant. C'est a dire qui méne a olngian en ayant parcouru relativement peu
de possibilités, en espérant bien ne pas avoirsapblcourir toutes (ce qui n'est pas



raisonnablement possible). Ce mode de parcoured®a® au moyen d'une heuristique :
mener a une solution mieux que ne le ferait le ddasau moyen d'une information non
disponible dans les données du probléme (informaxogene). Trouver une telle
information est tres difficile : si I'on en dispdspour tout probléeme (ce qui s'appelle un
oracle), il suffirait de s'en servir pour tombepiciement sur la solution lors de notre parcours
exhaustif. Aussi, un probleme ne disposant paad®yil faut batir une heuristique, plus elle
se rapprochera de l'oracle (il faut la aussi le tneonpuisque cet oracle n'est justement pas
connu), plus rapide sera la convergence vers uné@o Avec, toujours, le risque de ne pas
converger du tout (et dans ce cas nous revoilatrigmaur des milliards d'années de calcul
pour effectuer un parcours de toutes les possbilit).

Maintenant, un parcours intelligent doit exploiter structure du probleme posé. Cette
structure contient des informations précieuses$ sgrait judicieux d'exploiter pour augmenter
I'intelligence de ce parcours.

Cette structure peut se représenter en langagemafmue comme des relations qui doivent
toujours étre vérifiées entre les variables du lgrole. Par exemple, pour le jeu de sudoku, le
fait que deux nombres de deux cases vides soiffétatits (les 2 variables correspondant a
chacune de ces cases vides sont différentes). @ulegi nombres d'une ligne soient
exactement les nombre de 1 a 9 (toutes ces vasianet differentes deux a deux). Ces
relations sont des contraintes, qui traduisentecsttucture et ce mode résolution est la
programmation par contraintes.

Ce mode de résolution de problemes combinatoigté proposeé par Jean-Louis Lauriere il y
a 35 ans. Depuis, on trouve de nombreux packagésssmt sur ces idées, notamment au
dessus de Java ou basés sur Prolog.

Une autre facon d'aborder cette exploration comspgtsser de solutions incomplétes ou
partielles a d'autres solutions incomplétes ouigles, en partant d'une solution tres
incompléte (le probleme initial juste posé) jusqgaespérer tomber sur une solution du
probleme posé. Il s'agit alors de parcourir un lgeap'états ou un état est une solution
partielle du probleme posé. Par exemple, pour eenieau jeu de sudoku, on peut poser un
état comme une configuration donnée de nombresldamsises vides. Et on progresse d'un
état a un autre état en changeant les nombresades vides, par permutation de 2 nombres
par exemple.

Ce mode de résolution de problemes combinatoigenaé lieu a de nombreux algorithmes
(les algorithmes de recherche dans un espacesjl'@ant I'algorithme de Dijkstra a la fin des
années 50, et l'algorithme A* proposé par Petet, alis Nilsson et Berttram Raphael a la fin
des années 60.
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